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Agujeros de Gusano en Gravedad (2+1)
Eduard Alexis Larrañaga Rubio
Universidad Naional de Colombia and
Observatorio Astronómio Naional (OAN)
Los agujeros de gusano atravesables son objetos que presentan un gran interés en la atualidad
debido a sus araterístias geométrias y a su relaión on la materia exótia. En el presente trabajo
se muestra una revisión de las araterístias de los agujeros de gusano atravesables al estilo de Morris
y Thorne, al igual que el proeso de onstruión y aspetos de la materia exótia neesaria para
mantenerlos. Luego, se utiliza un proeso de juntura para onstruir dos soluiones espeías tipo
agujero de gusano en el formalismo de la gravedad (2+1) on onstante osmológia negativa. Con
esta onstruión, se obtienen agujeros atravesables y que se enuentran unidos a un espaio-tiempo
externo orrespondiente al agujero negro BTZ sin momento angular y sin arga elétria. Además
de esto, se muestra que para mantener este tipo de soluión es neesaria la existenia de materia
exótia, es deir, materia que viole las ondiiones de energía.
I. INTRODUCCIÓN
Hae ya asi 20 años que apareen los agujeros de gusano tipo Morris-Thorne[2℄ omo una herramienta de enseñanza
de la Relatividad General. En 1995, el onoido libro de Visser resume todos los trabajos desarrollados en el área
durante el siglo pasado.
En la atualidad este tipo de soluión de las euaiones de ampo de Einstein es una de las más estudiadas,
debido a sus interesantes araterístias y en partiular, debido a su relaión on fuentes de materia que violarían
las ondiiones de energía. Como es onoido, desde el punto de vista topológio, los agujeros de gusano son iguales
a los agujeros negros, pero poseen una superie minima denominada la garganta del agujero, la ual es mantenida
por una fuente de materia que viola las ondiiones de energía y por ello reibe la denominaion exótia.
Por otro lado, la gravedad 2 + 1 es una teoría ovariante de la geometría del espaio-tiempo, por lo que tiene la
misma base oneptual de la Relatividad General (gravedad 3 + 1), pero el modelo de dimensión 2 + 1 es muho más
simple, tanto matemátia omo físiamente, y por ello se ree que puede dar algunas pistas sobre algunos aspetos
uántios que aún no son omprendidos. Debido a ello a reibido gran atenión en los últimos años, y aún más después
la apariión de soluiones tipo agujero negro, enontrados por Banados-Teitelboim-Zanelli (BTZ)[15, 16℄. Aún uando
estos son modelos de  juguete en algunos aspetos, los agujeros BTZ siempre han tenido gran importania debido
a su onexión on algunas teorías de uerdas, su papel en el ómputo mirosópio de la entropía y espeialmente
debido a su utilidad en el estudio de la termodinámia on orreiones uántias.
Desde hae algún tiempo se han empezado a onsiderar soluiones tipo agujeor de gusano en la gravedad de 2 + 1
dimensiones. Por ejemplo Delgaty et.al. [20℄ realizan un análisis de las propiedades de este tipo de soluiones en
universos on onstante osmológia, pero solamente onsidera un ejemplo espeío. Por otro lado, en el trabajo de
Aminneborg et.al. [18℄ se resumen muhas de las propiedades geométrias que tienen estos objetos y son omparadas
on las propiedades de los agujeros negros. Por último, Kim et.al. [19℄ enuentran dos soluiones espeías tomando
la gravedad de dimensiñon 2 + 1 en presenia de un ampo dilatónio.
ahora bien, en este trabajo desribimos los aspetos básios de los agujeros de gusano y de la materia exótia y se
enuentran dos soluiones en dimensionalidad (2 + 1) siguiendo el trabajo de Lemos et. al. [4℄. Así, en la segunda parte
se muestran las araterístias fundamentales de los agujeros, mientras que en la terera se enuentran las euaiones
de estrutura que estos deben satisfaer. En la uarta seión se desribe el tensor momento-energía y omo este ayuda
a la reaión del agujero, on lo ual la quinta seión desribe el proeso de soluión de las euaiones de ampo.
En la sexta parte se desribe la geometría que se espera para el agujero de gusano, y la septima seión muestra las
propiedades de la materia exótia neesarias para su onstruión, la ual se realiza explíitamente en la otava parte.
La novena parte enuentra de forma explíita dos tipos de soluión espeías y muestra la distribuión de materia
neesaria para mantenerlas. En la déima seión se realiza una disusión de los resultados obtenidos y se onsignan
las onlusiones.
2II. SOLUCIONES TIPO AGUJERO DE GUSANO
A. Propiedades de los Agujeros de Gusano atravesables
Para restringir las posibles soluiones que obtendremos a los asos de interés, debemos imponer iertas propiedades
que deben poseer las soluiones tipo agujero de gusano[2℄. Estas propiedades son:
1. La métria debe ser soluión de las euaiones de ampo en todo punto del espaio-tiempo.
2. La métria debe ser esfériamente simétria y debe ser estátia (i.e. debe ser independiente del tiempo.
3. La soluión debe poseer una garganta que onete dos regiones del espaio-tiempo que para el aso de la
gravedad (2 + 1) deben orresponder a la métria del agujero BTZ.
4. En la métria no debe existir un horizonte de suesos, ya que este impediría el viaje en dos direiones dentro
del agujero.
5. La fuerza de marea gravitaional dentro del agujero debe ser pequeña (para permitir el viaje de un observador).
6. El tiempo neesario para ruzar el agujero de gusano debe ser razonable.
Estas ondiiones se impondran a lo largo del desarrollo para obtener nalmente las soluiones espeías.
III. ECUACIONES DE ESTRUCTURA DEL AGUJERO DE GUSANO
A. Euaiones de Campo de la gravedad 2+1 on Constante Cosmológia
Debemos asegurar que la métria que desribirá el agujero de gusano es soluión de las euaiones de ampo en todo
punto del espaio-tiempo. Ya que deseamos obtener soluiones on onstante osmológia, las euaiones de ampo
estarán dadas por:
Gµv + Λgµv = Tµv (1)
donde gµv es la métria, Λ es la onstante osmológia, Tµv es el tensor momento-energía y Gµv es el tensor de
Einstein, denido por:
Gµv = Rµv − 1
2
gµvR (2)
on Rµv el tensor de Rii, onstruido omo la ontraión del tensor de Riemann (urvatura): Rµv = R
α
µαv; y R es
el esalar de urvatura, onstruido a partir de la ontraión del tensor de Rii: R = Rαα. Los índies griegos toman
los valores 0, 1, 2.
B. La Métria
La métria que va representar el agujero de gusano debe poseer una simetría esféria, y además debe ser indepen-
diente del tiempo. Esto hae que la forma del elemento de línea, utilizando las oordenadas esférias usuales (t, r, ϕ),
sea
ds2 = −e2Φ(r)dt2 + 1
1− b(r)r
dr2 + r2dϕ2, (3)
donde Φ (r) , b (r) son funiones arbitrarias que dependen úniamente de la oordenada radial r, y que estarán res-
tringidas por las ondiiones que impondremos a la soluión. Como se verá más adelante, la funión Φ (r) determinará
el orrimiento al rojo gravitaional, por lo que en la literatura se onoe omo funión de redshift. Por otro lado, la
funión b (r) determina la forma espaial de agujero de gusano, por lo que reibe el nombre de funión de forma
3C. Tensor de Einstein para la métria del agujero de gusano
El primer paso para llegar a las euaiones de ampo es el determinar el tensor de Riemann, el tensor de Rii y el
esalar de urvatura a partir de la métria dada por la euaión (3). En el Apéndie A se enuentran explíitamente
las omponentes no nulas de estos tensores. Finalmente, se obtienen 3 omponentes diferentes de ero para el Tensor
de Einstein,
Gtt =
1
2r3
e2Φ [−b+ rb′] (4)
Grr =
Φ′
r
Gϕϕ =
1
2
[
Φ′ (b− rb′) + 2r (r − b)
(
(Φ′)
2
+Φ′′
)]
,
donde hemos denotado on primas las derivadas on respeto a la oordenada radial r.
D. Cambio de Base
Debemos notar que el tensor de Einstein alulado en el parágrafo anterior está en una base vetorial (tetrada)
dada por (et, er, eϕ), que esta asoiada on el sistema de oordenadas t, r, ϕ. Sin embargo, sabemos que somos libres
de elegir el sistema de referenia que nosotros deseemos.
De esta manera, para los álulos subseuentes, al igual que para las interpretaiones físias, es más onveniente
utilizar omo base un onjunto de vetores ortonormales. Estos orresponderán al sistema de referenia propio de un
onjunto de observadores que permanezan en reposo en el sistema oordenado (t, r, ϕ); es deir on r, ϕ onstantes.
Denotaremos los vetores de la base ortonormal por (ebt, ebr, ebϕ); y estarán expresados en términos de los vetores
de la base oordenada (et, er, eϕ) mediante la transformaión
ebα = Λ
β
bαeβ (5)
donde la matriz de transformaión está dada por
Λβ
bα = diag
[
e−Φ,
(
1− b
r
)1/2
,
1
r
]
. (6)
Explíitamente esta transformaión será
ebt = e
−Φ
et (7)
ebr =
(
1− b
r
)1/2
er (8)
ebϕ =
1
r
eϕ (9)
Es importante notar que en esta base, el tensor métrio tomará la forma de la relatividad espeial, es deir,
orresponde al tensor de Minkowski:
gαβ = ebα · ebβ = ηbαbβ =
 −1 0 00 1 0
0 0 1

(10)
Al ambiar de sistema de referenia, las omponentes de todos nuestros tensores ambiarán. De esta manera, por
ejemplo, en el sistema de referenia ortonormal las euaiones de Einstein on onstante osmológia estarán dadas
por
Gbµbv + Ληbµbv = Tbµbv. (11)
4El tensor de Einstein dado por las euaiones (4) tendrá en la base ortonormal la forma más simple (ver Apéndie
B para álulos explíitos):
Gbtbt =
1
2r3
[b′r − b] (12)
Gbrbr =
(
1− b
r
)
Φ′
r
(13)
Gbϕbϕ =
1
2r2
[
Φ′ (b− rb′) + 2r (r − b)
(
(Φ′)
2
+Φ′′
)]
(14)
IV. EL TENSOR MOMENTO-ENERGÍA
Para onstruir un agujero de gusano on las propiedades de traversabilidad que queremos, debe existir un tensor
momento energía diferente de ero.
Las euaiones de ampo (11) nos dien que el tensor momento energía es proporional al tensor de Einstein. Es
deir que el tensor Tbµbv debe tener la misma estrutura algebraia que Gbµbv; por lo que las únias omponentes que
son diferentes de ero deben ser: Tbtbt, Tbrbr y Tbϕbϕ.
Ahora bien, ya que estamos trabajando en una base ortonormal (ebt, ebr, ebϕ) relaionada on el sistema de referenia
inerial para los observadores estátios, estas omponentes del tensor momento-energía tienen una interpretaión
inmediata
Tbtbt = ρ (r) (15)
Tbrbr = −τ (r)
Tbϕbϕ = p (r) ,
donde ρ (r) es la densidad total de masa y energía (en unidades de kg /m3); τ (r) es la tensión radial por unidad de
área, es deir es el negativo de la presión radial, τ (r) = −pr (r) (en unidades de N /m2); y p (r) es la presión medida
en las direiones tangeniales, i.e. ortogonales a la direión radial (en unidades de N /m2).
A. La Constante Cosmológia omo parte del Tensor Momento-Energía
Las euaiones de ampo de Einstein on onstante osmológia (11) son
Gbµbv + Ληbµbv = Tbµbv. (16)
Para obtener una interpretaión del término osmológio podemos denir un tensor T
(vac)
bµbv omo
T
(vac)
bµbv = −Ληbµbv =
 Λ 0 00 −Λ 0
0 0 −Λ
 , (17)
on lo ual podemos reesribir las euaiones de ampo omo
Gbµbv =
(
Tbµbv + T
(vac)
bµbv
)
(18)
Gbµbv = T bµbv, (19)
donde T bµbv = Tbµbv + T
(vac)
bµbv es el tensor momento-energía total. Es evidente ahora que podemos interpretar T
(vac)
bµbv
omo el tensor momento-energía asoiado on el vaio.
De esta manera, las funiones ρ (r) , τ (r) y p (r) totales estarán dadas por:
ρ (r) = ρ (r) + Λ (20)
τ (r) = τ (r) + Λ
p (r) = p (r)− Λ
5V. SOLUCIÓN DE LAS ECUACIONES DE CAMPO
Utilizando la forma explíita del tensor de Einstein dado por (12-14) y del tensor momento-energía (15), podemos
reemplazar en las euaiones de ampo de Einstein, para obtener las euaiones:
ρ (r) =
1
2r3
[b′r − b]− Λ (21)
τ (r) = −
(
1− b
r
)
Φ′
r
− Λ (22)
p (r) =
1
2r2
[
Φ′ (b− rb′) + 2r (r − b)
(
(Φ′)
2
+Φ′′
)]
+ Λ (23)
Si tomamos la derivada on respeto a la oordenada r en la euaión 22 tendremos:
τ ′ (r) = −
(
1− b
r
)
Φ′′
r
+
(
1− b
r
)
Φ′
r2
+
b′r − b
r3
Φ′
Utilizando las euaiones 21-23 para eliminar b′ y Φ′′ obtenemos
τ ′ (r) = −
(
1− b
r
)
Φ′′
r
+
(
1− b
r
)
Φ′
r2
+ 2 (ρ+ Λ)Φ′ (24)
τ ′ (r) = −p− Λ
r
− (ρ+ Λ)Φ′ +
(
1− b
r
)
(Φ′)
2
r
+
(
1− b
r
)
Φ′
r2
+ 2 (ρ+ Λ)Φ′ (25)
τ ′ (r) = −p+
(
1− br
)
Φ′
r + τ
r
+
(
1− b
r
)
(Φ′)
2
r
+
(
1− b
r
)
Φ′
r2
+
(
ρ−
(
1− b
r
)
Φ′
r
− τ
)
Φ′ (26)
τ ′ (r) = (ρ− τ)Φ′ − p+ τ
r
(27)
Las euaiones (21), (23) y (27) son tres euaiones difereniales que relaionan las ino funiones desonoidas:
b,Φ, ρ, τ y p.
Ahora bien, la forma usual de resolver estas euaiones es asumir una tipo espeío de materia y energía. Con la
euaión de estado orrespondiente al tipo de material se enuentran la tensión en funión de la densidad τ (ρ) y la
presión en funión de la densidad p (ρ). Así, las dos euaiones de estado mas las tres euaiones de ampo serán ino
euaiones para ino inógnitas. De esta manera, se enontraría la forma que tendrá el espaio-tiempo, es deir las
funiones b (r) y Φ (r).
En el aso de los agujeros de gusano proederemos de una manera diferente. Ya que hemos impuesto iertas ondiio-
nes que deseamos que tenga nuestro espaio-tiempo parta desribir un agujero de gusano, entones ontrolaremos las
funiones b (r) y Φ (r), jandolas para una geometría onveniente, y, utilizando las euaiones de ampo, enontraremos
la distribuión de materia-energía neesaria para obtener tal soluión.
VI. GEOMETRÍA DEL AGUJERO DE GUSANO
Antes de ontinuar on la onstruión espeía de soluiones tipo agujeros de gusano debemos introduir algunos
elementos que nos permitan analizar las ualidades de la geometría que deseamos.
6A. La Matemátia de las Inmersiones
Ahora utilizaremos los diagramas de inmersión para representar el agujero de gusano y on ello poder obtener
informaión aera de ómo debe ser la funión de forma b (r). Consideremos la métria del agujero de gusano, dada
por la euaión (3), para un tiempo jo t,
ds2 =
dr2
1− br
+ r2dϕ2. (28)
Lo que vamos a haer ahora es onstruir, en el espaio eulideano tridimensional, una superie bidimensional on
la misma geometría de este orte; es deir que realizaremos una inmersión del orte dentro del espaio eulideano.
Para ello onsideremos la métria eulideana en oordenadas ilíndrias
ds2 = dz2 + dr2 + r2dϕ2 (29)
La superie bidimensional tendrá simetría ilíndria, y por lo tanto podrá desribirse por una funión z = z (r).
Por lo tanto la métria de esa superie se puede esribir omo:
ds2 =
[
1 +
(
dz
dr
)
2
]
dr2 + r2dϕ2 (30)
y este elemento de línea debe ser el mismo que el del orte euatorial dado por (28). De esta manera, para realizar
la inmersión, la funión z (r) debe satisfaer:
1 +
(
dz
dr
)
2 =
(
1− b
r
)−1
(31)
dz
dr
= ±
(r
b
− 1
)−1/2
(32)
Para que esta geometría desriba un agujero de gusano, la soluión debe poseer un radio mínimo r = b (r) = rm,
que llamaremos la garganta del agujero, y para el ual la superie inmersa es vertial, es deir que en este punto
dz
dr → ∞. Debido a esta divergenia de dzdr , la oordenada r no es la apropiada era a la garganta. Por ello es mejor
utilizar la distania radial propia (medida por observadores estátios), denida por
l (r) = ±
∫ r
rm
dr√
1− br
(33)
donde el signo + se utiliza para la parte superior del agujero (i.e. z > 0) y el signo − para la parte inferior (z < 0).
El límite superior máximo en la integraión orresponderá al radio a en el uál se situa la boa del agujero de gusano.
Ya que la distania radial propia l (r) debe permaneer nita en todo punto, debemos exigir que
1− b (r)
r
≥ 0. (34)
Las euaiones (32) y (33) implian que para la superie inmersa se umple
dz
dl
= ±
√
b
r
(35)
dr
dl
= ±
√
1− b
r
. (36)
De esta manera, la superie z (r) puede tener una forma general, y la funión b (r), en efeto, dene la forma del
agujero de gusano.
7B. Ausenia de un Horizonte
Para asegurar que el agujero de gusano permita el viaje haia adentro y haia afuera, debemos exigir que no
existan horizontes de eventos. En el aso de métrias estátias, es fáil reonoer la presenia de tales horizontes: estos
orresponderán a las superies no singulares en las uales
gtt = −e2Φ → 0,
es deir, equellos puntos donde el intervalo de tiempo propio es nulo mientras transurre un tiempo oordenado
nito. De esta manera, para asegurar el viaje en las dos direiones debemos exigir que la funión Φ (r) sea nita en
todo punto.
VII. PROPIEDADES DEL TENSOR MOMENTO-ENERGÍA QUE GENERA EL AGUJERO DE
GUSANO
Como hemos visto, el método que se utiliza para soluionar las euaiones de ampo en el ontexto de los agujeros
de gusano es diferente al usual. En este aso impondremos iertas ondiiones a la funión de forma b (r), y utilizando
las euaiones de ampo (21) a (23) se obtienen iertas ondiiones sobre la densidad ρ, la tensión radial τ y la presión
lateral p, de tal manera que se genera el espaio-tiempo deseado. Sin embargo, esta forma de atuar nos llevará a la
neesidad de utilizar un tipo muy partiular de materia, el uál denominaremos exótia debido a sus propiedades.
A. Materia Exótia
Para omprobar qué propiedades debe umplir el tensor momento-energía neesario para lograr la onguraión de
agujero de gusano, deniremos la siguiente funión adimensional
ς =
τ − ρ
|ρ| . (37)
Utilizando las euaiones (21) y (22) esta funión puede esribirse omo:
ς =
τ − ρ
|ρ| =
−2r2 (1− br )Φ′ − (b′r − b)
|b′r − b− 2r3Λ| (38)
Para que el espaio-tiempo desrito orresponda a un agujero de gusano debe exigirse que este se onete suavemente
on el espaio-tiempo exterior (el ual en nuestro aso es asintótiamente AdS ). Esto signia que debemos exigir que
la garganta de la superie inmersa debe abrirse haia afuera, tal omo se observa en las gráas que representan
agujeros de gusano.
Ahora bien, esta ondiión de abrirse haia afuera se representa matemátiamente imponiendo al inverso de la
funión de inmersión r (z) la ondiión
d2r
dz2
> 0. (39)
Utilizando la euaión (32) tenemos
dr
dz
= ±
(r
b
− 1
)1/2
, (40)
y difereniando on respeto a z obtenemos
d2r
dz2
= ±1
2
(
b− rb′
b2
)
. (41)
Es deir que la ondiión de abrirse haia afuera se puede esribir omo
d2r
dz2
=
b− rb′
2b2
> 0 en la garganta o era de ella. (42)
8De esta manera, la euaión (38) será
ς =
τ − ρ
|ρ| =
2b2∣∣2b2 d2rdz2 + 2r3Λ∣∣ d
2r
dz2
− 2
(
1− b
r
)
r2Φ′∣∣2b2 d2rdz2 + 2r3Λ∣∣ . (43)
Ahora bien, sabemos que era a la garganta tenemos
(
1− br
)
Φ′ −→ 0, y por ello, la ondiión de abrirse haia
afuera se esribirá ahora omo
ςm =
τm − ρm
|ρm| > 0, (44)
donde el subindie m muestra que estamos evaluando la expresión en la garganta o era de ella.
La ondiión τm > ρm que impone (44) nos die que, en la garganta, la tensión τm debe ser mayor que la densidad
total de masa-energía ρm. Cualquier material que umpla esta propiedad (τm > ρm > 0) será llamado exótio. Para
omprender por qué esta propiedad es problemátia, debemos repasar las llamadas ondiiones de energía.
B. Condiiones de Energía
Durante los años 60's y 70's una de las onjeturas más fuertemente arraigadas dentro de la físia era la de que
ningún observador puede medir una densidad de energía negativa. Esta onjetura es la que atualmente se onoe
omo ondiión de energía débil (WEC). Matemátiamente podemos esribir esta ondiión diiendo que el tensor
momento-energía siempre satisfae[7℄
TµvW
µW v ≥ 0, (45)
para ualquier vetor omo de tiempo Wµ.
A la par on esta ondiión, surge la denominada ondiión de energía dominante (DEC), la ual puede interpretarse
diiendo que ningún observador puede medir energías negativas y además el vetor de ujo de energía loal nuna es
omo de espaio. Matemátiamente esta ondiión die que para ualquier vetor omo de tiempo Wµ se umple
TµvW
µW v ≥ 0 y T µvWµ NO es un vetor omo de espaio. (46)
Por último, también se tiene la llamada ondiión de energía fuerte (SEC) que impone la ondiión
TµvW
µW v ≥ 1
2
TW σWσ (47)
para ualquier vetor omo de tiempo Wµ y donde T es la traza de Tµv.
Existe además otra ondiión, denominada ondiión de energía nula (NEC), introduida un poo después y que
se esribe matemátiamente diiendo que para ualquier vetor nulo V µ se umple
TµvV
µV v ≥ 0. (48)
Para visualizar mejor estas ondiiones de energía tomemos el aso partiular de un uido perfeto on tensor de
momento energía diagonal Tµv = diag (ρ,−p− p− p). En este aso, las ondiiones de energía serán (ver pág. 81 de
[6℄)
NEC =⇒ (ρ+ p) ≥ 0 (49)
WEC =⇒ ρ ≥ 0 y (ρ+ p) ≥ 0 (50)
SEC =⇒ (ρ+ 3p) ≥ 0 y (ρ+ p) ≥ 0 (51)
DEC =⇒ ρ ≥ 0 y (ρ± p) ≥ 0. (52)
De estas euaiones se puede observar laramente que las ondiiones de energía son en realidad relaiones lineales
entre la densidad ρ y la presión p de la materia-energía que genera la urvatura del espaio-tiempo. Además, es impor-
tante notar que estas relaiones no son demostrables, ya que son solo onjeturas que suenan razonables físiamente[7℄
debido a que la masa y la mayoría de los ampos que se onoen las umplen.
9C. Agujeros de Gusano y las Condiiones de Energía
La naturaleza exótia del material que produe un agujero de gusano, dada por la ondiión τm > ρm, es proble-
mátia debido a que onlleva a la violaión de las ondiiones de energía.
Consideremos un observador que se mueve a traves de la garganta de un agujero de gusano on una veloidad v
muy grande (γ >> 1). La densidad de energía que él observa es la proyeión del tensor momento-energía (dado por
15) on su vetor de base temporal ebo = γebt ∓ γ
(
v
c
)
ebr. De esta manera, la densidad estará dada por:
Tbobo = γ
2Tbtbt ∓ 2γ2
(v
c
)2
Tbtbr + γ
2
(v
c
)2
Tbrbr (53)
= γ2
[
ρmc
2 −
(v
c
)2
τm
]
(54)
= γ2
(
ρmc
2 − τm
)
+ τm (55)
Por lo tanto, si se umple τm > ρm, y el observador se mueve lo suientemente rápido (i.e. on un γ suientemente
grand), entones éste podrá medir una densidad de masa-energía negativa.
D. Violaión de las Condiiones de Energía
Como se dijo antes, las ondiiones de enería no son demostrables, son solamente onjeturas. Sin embargo, son
fundamentales en la demostraión de iertos teoremas importantes omo por ejemplo en el teorema de masa positiva,
el ual die que ualquier objeto ompuesto de materia que umpla la DEC, nuna antigravita. También son utilizadas
en iertos teoremas que aseguran la reaión de singularidades en situaiones osmológias [7℄ y en el teorema del
Censor Cósmio[6℄.
Aún más importante es que las ondiiones de energía también son utilizadas en la demostraión del teorema del
aumento de área onoido omo la segunda ley de la termodinámia de agujeros negros. Este nos asegura que si
toda la materia-energía alrededor de un agujero negro satisfae la SEC, entones el área de horizonte de eventos del
agujero nuna deree[8℄.
Sin embargo, el mismo Hawking demostró que los agujeros negros no-rotantes pueden evaporarse, y por lo tanto
su área dereerá, violando así la segunda ley[9, 10℄. Este heho hae evidente la posibilidad de que los ampos
uántios violen las ondiiones de energía. Más exatamente, lo que se obtiene es que pueden existir iertos es-
tados uántios en los que el valor esperado renormalizado del tensor momento-energía viola las ondiiones de energía.
El ejemplo más laro de este heho es el proeso de reaión de partíulas. Por ejemplo, ualquier observador estátio
justo afuera del horizonte de eventos de un agujero de Shwarzshild (rodeado por vaio) ve un valor esperado para la
densidad de energía negativo. Esta densidad negativa de energía es la que se asoia preisamente on la reaión de
partíulas era al horizonte, las uales a su vez son las responsables del ujo de energía negativo haia el horizonte,
que tiene omo onseuenia la evaporaión del agujero negro.
Otra situaión bastante onoida en la ual se violan las ondiions de energía es el denominado Efeto Casimir,
en el ual se onsidera la energía del vaio asoiada on un ampo eletromagnétio en la región entre dos plaas
reetoras planas paralelas[11℄. Debido a la ondiión de frontera impuesta por la presenia de las plaas los modos
posibles para el ampo eletromagnétio están restringidos y el ampo sufre una distorsión topológia que onlleva
a un valor esperado del tensor momento-energía negativo. Debido a que este valor esperado no es nulo, aparee una
fuerza de atraión entre las dos plaas ondutoras aún uando estas sean elétriamente neutras. El efeto Casimir
pudo ser detetado experimentalmente por Sparnaay (1958) y Tabor y Winterton (1969); lo que muestra de nuevo la
violaión de las ondiiones de energía.
Utilizando este efeto, Morris et.al.[3℄ muestran omo un ampo elétrio o magnétio radial era de la boa de un
agujero de gusano se omporta asi de manera exótia.
Ahora bien, aún uando las observaiones han mostrado violaiones produidas en pequeños sistemas uántios,
hoy en día no es laro si pueden existir violaiones de las ondiiones de energía a nivel marosópio. Así, estas
observaiones sirven para advertirnos que no debemos asumir que es imposible la existenia del material exótio
neesario para mantener un agujero de gusano. De heho, la existenia de materia on masa gravitaional negativa
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es una posibilidad que se ha estudiado repetidamente en la historia de la físia, y la no observaión de esta lase de
materia en nuestra loalidad del universo puede ser expliada al asumir que debido al tipo de interaión que tendría
on la materia ordinaria (gravitaionalmente positiva), la materia gravitaional negativa habría sido expulsada a
distania extragalatias.
VIII. CONSTRUCCIÓN DE LOS AGUJEROS DE GUSANO CON CONSTANTE COSMOLÓGICA
Para realizar la onstruión de los agujeros de gusano utilizaremos las euaiones que relaionan las funiones
b,Φ, ρ, τ y p,
ρ (r) =
1
2r3
[b′r − b]− Λ (56)
τ (r) = −
(
1− b
r
)
Φ′
r
− Λ
p (r) =
1
2r2
[
Φ′ (b− rb′) + 2r (r − b)
(
(Φ′)
2
+Φ′′
)]
+ Λ
τ ′ (r) = (ρ− τ) Φ′ − p+ τ
r
.
Ya que trabajaremos on el término de onstante osmológia, debemos distinguir entre la soluión interior, ( i.e.
r < a, on Λint) y la soluión exterior (i.e. r > a, on Λext).
A. Soluión Interior
La soluión interior debe tener la forma
ds2 = −e2Φint(r)c2dt2 + 1
1− bint(r)r
dr2 + r2dϕ2. (57)
Para enontrar explíitamente las funiones Φint (r) y bint (r) en el interior, es deir para radios r < a, en las
euaiones (56) debemos utilizar Λint. Para no sobreargar las euaiones no oloaremos el índie
int
en Φ y b. De
esta manera tenemos:
ρ (r) =
1
2r3
[b′r − b]− Λint (58)
τ (r) = −
(
1− b
r
)
Φ′
r
− Λint (59)
p (r) =
1
2r2
[
Φ′ (b− rb′) + 2r (r − b)
(
(Φ′)
2
+Φ′′
)]
+ Λint (60)
De la euaión para la tensión, vemos que en la garganta del agujero (b (rm) = rm), se tiene
τ (rm) = −
(
1− rm
rm
)
Φ′
rm
− Λint (61)
τ (rm) = −Λint. (62)
Es deir que la tensión radial en la garganta es positiva para agujeros en los uales la estrutura interna sea tal que
Λint < 0.
De manera similar, la tensión en la garganta es negativa, es deir es una presión, para agujeros de gusano en los
uales la estrutura interna sea tal que Λint > 0.
Por otro lado, la tensión radial total en la garganta es nula!,
τ (rm) = τ (rm) + Λint = 0. (63)
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B. Soluión Exterior
En la parte exterior del agujero de gusano (r > a) onsideraremos una geometría para un espaio-tiempo vaio; es
deir que el tensor momento-energía en el exterior será nulo, Tbµbv = 0, lo que implia diretamente que
ρ (r) = τ (r) = p (r) = 0. (64)
Sin embargo, esto no implia que la onstante osmológia exterior Λext sea nula. Las euaiones (56) serán ahora
0 =
1
2r3
[b′r − b]− Λext (65)
0 = −
(
1− b
r
)
Φ′
r
− Λext
0 =
1
2r2
[
Φ′ (b− rb′) + 2r (r − b)
(
(Φ′)
2
+Φ′′
)]
+ Λext.
Resolviendo este sistema de euaiones difereniales enontramos la métria para el exterior del agujero de gusano
(ver Apéndie C para los detalles),
ds2 = − (−M − Λextr2) dt2 + dr2
(−M − Λextr2) + r
2dϕ2. (66)
La onstante osmológia puede tomar valores positivos o negativos. En nuestro aso nos restringiremos al aso on
Λext < 0, y ya que la onstante osmológia tiene unidades de inverso de longitud al uadrado, tomaremos, siguiendo
el trabajo de Banados et. al.[15, 17℄
Λext = − 1
l2
. (67)
Por ello, la soluión externa que utilizaremos será
ds2 = −
(
−M + r
2
l2
)
dt2 +
dr2(−M + r2l2 ) + r2dϕ2. (68)
Es importante notar que esta soluión tiene singularidades en los radios
r± = ±
√
Ml (69)
El valor r+ orresponde al horizonte de eventos de la soluión tipo agujero negro, por lo que para satisfaer las
ondiiones de traversabilidad el radio de la boa de nuestro agujero de gusano debe ser mayor (a > r+).
C. Condiiones de Unión
Para lograr unir las soluiones exterior e interior enontradas debemos apliar las ondiiones matemátias
neesarias. Si llamamos S la superie de frontra entre las regiones exterior e interior, debemos imponer iniialmente
que la métria sea ontinua en S, es deir que gintµv
∣∣
S
= gextµv
∣∣
S
. Sin embargo, esta ondiión no es suiente para
lograr la unión de las dos regiones. Además de esta, uno de los formalismos desarrollados impone además la ondiión
de ontinuidad en la urvatura extrínsea sobre la superie S (i.e. la ontinuidad de la segunda forma fundamental
de S). Este es onoido omo formalismo de Darmois-Israel. Afortunadamente, uando el espaio-tiempo tiene alta
simetría (omo en este aso, ya que se posee simetría esféria), la unión puede realizarse utilizando diretamente las
euaiones de ampo.
De esta manera enontraremos la densidad de energía y esfuerzos en la superie S neesarios para lograr la unión
entre las regiones exterior e interior. Cuando no existen términos de energía ni de esfuerzos en S se die que la
unión es una superie frontera, mientras que uando existen términos de energía o esfuerzo, la unión es llamada un
asarón-delgado (thin-shell).
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1. Continuidad de la Métria
Ya que tanto la métria interior omo la exterior tienen simetría esféria, la ondiión de ontinuidad de la mé-
tria gintµv
∣∣
S
= gextµv
∣∣
S
está asegurada para la omponente gϕϕ. De esta manera, solamente es neesario imponer las
ondiiones de ontinuidad
ginttt
∣∣
r=a
= gexttt
∣∣
r=a
(70)
gintrr
∣∣
r=a
= gextrr
∣∣
r=a
.
Utilizando las euaiones (57) y (66) tenemos que estas ondiiones de ontinuidad son
e2Φ(a) = −M + a
2
l2
(71)
1− b (a)
a
= −M + a
2
l2
, (72)
las uales se pueden reesribir omo
Φ (a) =
1
2
ln
(
−M + a
2
l2
)
(73)
b (a) = (1 +M) a− a
3
l2
. (74)
De esta última euaión se puede obtener inmediatamente que la masa del agujero de gusano estará dada por
M =
b (a)
a
+
a2
l2
− 1. (75)
D. Euaiones de Campo
Para ompletar la unión de las regiones interior y exterior utilizaremos las euaiones de ampo (1). Además
asumiremos, para simpliar los álulos, que los observadores estátios en el interior miden fuerzas de marea nulas,
es deir que Φint =onstante, y por lo tanto Φ′int = 0. Puesto que hemos impuesto la ontinuidad de la métria, y
ya que el espaio tiempo es esfériamente simétrio, solo falta imponer la ondiión de ontinuidad en las derivadas
radiales de la métria. Como sabemos, las segundas derivadas de la métria están relaionadas on el tensor de Einstein
Gµv, o en la base ortonormal on Gbµbv; y además este es proporional al tensor momento energía Tbµbv por las euaiones
de ampo.
Si las omponentes del tensor momento-energía no son nulas en la superie S (thin-shell), podremos esribir este
tensor de manera proporional a un delta de Dira,
Tbµbv = tbµbvδ (r̂ − â) , (76)
donde r̂ =
√
grrr es la distania propia medida dentro del thin-shell. Así, para enontrar tbµbv debemos utilizar∫ ext
int
Gbµbvdr̂ =
∫ ext
int
tbµbvδ (r̂ − â) dr̂, (77)
donde
∫ ext
int es una integral innitesimal a lo largo de la thin-shell. Utilizando la propiedad de la funión delta de
Dira ∫
g (x) δ (x− xo) dx = g (xo) , (78)
tenemos
tbµbv =
∫ ext
int
Gbµbvdr̂. (79)
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1. Presión Superial
Consideraremos iniialmente los términos de densidad de energía superial y presión superial tangenial.
De (12) vemos que la omponente Gbtbt depende úniamente de primeras derivadas de la métria. De esta manera la
densidad de energía superial será
Σ = tbtbt =
∫ ext
int
Gbtbtdr̂. (80)
Al realizar la integraión se obtendrán solamente funiones de la métria que por la ondiión impuesta serán
ontinuas. Ya que al realizar la integraión se evaluan los términos en la parte exterior e interior, el resultado sera
ero. De esta manera
Σ = 0. (81)
Por lo tanto, solamente hae falta enontrar la presión superial tangenial P . De las euaiones (12) vemos que
la omponente Gbϕbϕ tiene términos que dependen de primeras derivadas de la métria, y por lo tanto no ontribuyen
a la integral; pero tiene además un término de la forma
(
1− br
)
Φ′′. Así, la presión tangenial en la superie será
P = tbϕbϕ =
∫ ext
int
Gbϕbϕdr̂ (82)
P =
[√
1− b (a)
a
Φ′|extint
]
. (83)
Ya que asumimos que un observador estátio interno no siente fuerzas de marea tenemos Φ′int = 0, y por otro lado
tenemos
Φ′ext =
d
dr
[
1
2
ln
(
−M + r
2
l2
)]
r=a
(84)
Φ′ext =
a
l2
(
−M + a
2
l2
)−1
.
Utilizando (72) tenemos
Φ′ext =
a
l2(
1− b(a)a
) , (85)
y de esta manera, la presión tangenial en la superie es
P =
a
l2√
1− b(a)a
(86)
P =
a
l2√
−M + a2l2
. (87)
Notese que en este aso, la Presión tangenial en la superie es siempre positiva, bajo la ondiión
a2 ≥Ml2, (88)
la ual orresponde a de ir que la boa del agujero de gusano debe estar fuera del horizonte de eventos del agujero
negro BTZ, tal omo se quiere al busar un agujero de gusano atravesable.
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2. Presión Radial
La omponente radial de las euaones de ampo de Einstein (22) permite esribir para la región interior y exterior
τ int (r) = −
(
1− b
int
r
)
Φ′int
r
− Λint (89)
τext (r) = −
(
1− b
ext
r
)
Φ′ext
r
− Λext (90)
Debido a que hemos asumido que los observadores estátios en el interior miden fuerzas de marea nulas, es deir
que Φ′int (a) = 0, obtenemos
τ int (r) = −Λint (91)
τext (r) = −
(
1− b
ext
r
)
Φ′ext
r
− Λext (92)
Utilizando la euaión (85) para Φ′ext y la Presión tangenial en la superie dada por (86) tenemos
τext (a) = −
(
1− b
ext (a)
a
) a
l2(
1− bext(a)a
)
a
− Λext (93)
τext (a) = −P 1
a
√
1− b
ext (a)
a
− Λext (94)
τext (a) = −P
a
√
−M + a
2
l2
− Λext (95)
Esta euaión nos relaiona la tensión radial en la superie on la presión tangenial de la thin-shell.
IX. SOLUCIONES ESPECÍFICAS
Es posible denir varias soluiones que representan agujeros de gusano. En general estas soluiones puden tener
thin-shells en la superie donde realizamos la unión entre el exterior y el interior (es deir que tienen una presion
superial tangenial P 6= 0 ). Además, asumiremos que en el interior se tiene Φ′int = 0 para asegurar la traversabilidad
del agujero.
A. Unión on P = 0 (Superie Frontera)
La soluión exterior tiene τext = 0 y Λext = − 1l2 < 0. Consideraremos primero el aso on P = 0. De esta manera,
la euaión (95) será
Λext = 0. (96)
Esto muestra que no existe soluión tipo agujero de gusano on P = 0 en universos on onstante osmológia
negativa.
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B. Unión on P 6= 0 (Thin-Shell)
Tenemos ahora el aso en el que τext = 0 y Λext < 0 pero ahora on una thin-shell, i.e. P 6= 0. La euaión (95)
será ahora
P
a
√
−M + a
2
l2
= −Λext = 1
l2
(97)
y la funión de forma estará dada por (74), es deir
b (a) = (1 +M) a− a
3
l2
(98)
y por ello la masa del agujero es (75)
M =
b (a)
a
+
a2
l2
− 1. (99)
Se observa inmediatamante que la masa es ero si b (a) = a− a3l2 , es positiva si b (a) > a− a
3
l2 y es negativa uando
b (a) < a− a3l2 .
Para el desarrollo subseuente, onsideraremos el aso límite b (a) = a− a3l2 , es deir uando el agujero de gusano no
tiene masa. Esogiendo la funión de forma tenemos diferentes agujeros de gusano. Consideraremos aqui dos posibles
funiones.
1. Consideremos las funiones
b (r) = (rmr)
1
2
(100)
Φ (r) = Φo
donde rm es el radio de la garganta. Con esto tenemos
b′ (r) =
1
2
√
rm
r
(101)
Φ′ (r) = 0.
Las euaiones de Einstein (58) a (60) se podrán esribir omo
ρ (r) ≡ ρ (r) + Λint = − 1
4r3
√
rmr (102)
τ (r) ≡ τ (r) + Λint = 0 (103)
p (r) ≡ p (r) − Λint = 0. (104)
Por la euaión (98) tenemos
b (a) = (rma)
1
2 = a− a
3
l2
(105)
a2
l2
= 1−
(rm
a
) 1
2
. (106)
Para que la soluión orresponda a un agujero de gusano y no a un agujero negro, debemos imponer la ondiión
a > r+, on lo que obtenemos la ondiión
a >
√
Ml (107)
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a2
l2
> M (108)
1−
(rm
a
) 1
2
> M (109)(rm
a
) 1
2
< 1−M (110)
a >
rm
(M − 1)2 . (111)
Además, la onstante Φo debe ser tal que e
2Φ(a) = −M + a2l2 (euaión 71), es deir que
e2Φo = −M + a
2
l2
(112)
Así, la métria que desribe el agujero será: en el interior, (rm ≤ r ≤ a),
ds2 = −
(
−M + a
2
l2
)
c2dt2 +
dr2(
1−√ rmr ) + r2dϕ2 (113)
y en el exterior, (a ≤ r ≤ ∞),
ds2 = −
(
−M + r
2
l2
)
dt2 +
dr2(−M + r2l2 ) + r2dϕ2. (114)
2. Otra opión es tomar las funiones
b (r) =
r2m
r
(115)
Φ (r) = Φo
on rm el radio de la garganta. Tenemos ahora
b′ (r) = −r
2
m
r2
(116)
Φ′ (r) = 0.
Las euaiones de ampo están dadas por
ρ (r) ≡ ρ (r) + Λint = 1
2r3
[
−r
2
m
r2
r − r
2
m
r
]
= −r
2
m
r5
(117)
τ (r) ≡ τ (r) + Λint = 0 (118)
p (r) ≡ p (r) − Λint = 0. (119)
Ahora bien, debido a la euaión (??) tenemos
b (a) =
r2m
a
= a− a
3
l2
(120)
r2m = a
2 − a
4
l2
. (121)
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Es deir que la boa del agujero de gusano debe estar en
a2 =
l2
2
[
1±
√
1− 4r
2
m
l2
]
. (122)
Para que la soluión orresponda a un agujero de gusano debemos imponer la ondiión a > r+, de donde
tenemos
a2 > Ml2
l2
2
[
1±
√
1− 4r
2
m
l2
]
> Ml2 (123)
1±
√
1− 4r
2
m
l2
> 2M. (124)
La onstante Φo debe ser tal que e
2Φ(a) = −M + a2l2 (euaión 71), por loual
e2Φo = −M + a
2
l2
. (125)
Así, la métria en el interior del agujero de gusano, rm ≤ r ≤ a, está dada por
ds2 = −
(
−M + a
2
l2
)
c2dt2 +
dr2(
1− r2mr2
) + r2dϕ2 (126)
y la métria exterior, a ≤ r ≤ ∞, será
ds2 = −
(
−M + r
2
l2
)
dt2 +
dr2(−M + r2l2 ) + r2dϕ2. (127)
X. CONCLUSIONES
En este trabajo hemos onsiderado el método usual de onstruión de agujeros de gusano, realizando la unión de
dos espaio-tiempo dentro del formalismo de la gravedad (2+1) en un universo on onstante osmológia negativa.
En la región interna se exige una métria que posea las araterístias geométrias y de traversabilidad deseadas para
el agujero de gusano, mientras que en la región exterior se exige que la métria orresponda al agujero negro BTZ. Con
ello se logran enontrar explíitamente dos soluiones espeías que orresponden a agujeros de gusano atravesables
y que en su región exterior orresponden a soluiones BTZ. Por último, del análisis realizado, se muestra que las dos
soluiones espeías enontradas neesitan de materia exótia para mantenerse.
[1℄ A. Einstein y N. Rosen, The Partile Problem in the General Theory of Relativity. Phys. Rev. 48, 73 (1935)
[2℄ M. Morris, K. Thorne.Wormholes in Spaetime and their use for Interstellar Travel: A Tool for Teahing General Relativity,
Am. J. Phys. 56, 395 (1988)
[3℄ M. Morris y K. Thorne y U. Yurtsever. Wormholes, Time Mahines and the Weak Energy Condition. Phys. Rev. Lett. 61,
1446 (1988)
[4℄ J. Lemos, F. Lobo y S. Quinet. Morris-Thorne Wormholes with a Cosmologial Constant. Phys. Rev. D68 064004 (2003)
[5℄ C. Misner, K. Thorne y J. Wheeler. Gravitation. Freeman. San Franiso, (1973)
[6℄ J. Earman. Bangs, Crunhes,Whimpers and Shrieks. Singularities and Aausalities in Relativisti Spaetimes. Oxford
University Press.(1995)
18
[7℄ S. Hawking y G. Ellis. The Large Sale Struture of Spaetime. Cambridge University Press. Cambridge, (1973)
[8℄ S. Hawking. Commun. Math. Phys. 25, 152 (1972)
[9℄ S. Hawking. Nature. 248, 30 (1974)
[10℄ S. Hawking. Commun. Math. Phys. 43, 199 (1975)
[11℄ N.D. Birrell y P.C.W. Davis. Quantum Fields in Curved Spae. Cambridge University Press. Cambridge, (1982)
[12℄ C. Bareló y M. Visser. Salar Fields, Energy Conditions and Traversable Wormholes. Class. Quantum Grav. 17, 3843
(2000)
[13℄ S. A. Hayward. Blak Holes and Traversable Wormholes: a Synthesis. gr-q/0203051
[14℄ M. Visser. Lorentzian Wormholes: From Einstein to Hawking. Amerian Institute of Physis, New York. 1995
[15℄ Banados, M., Teitelboim, C. and Zanelli, J., The Blak Hole in Three Dimensional Spae Time. J. Phys. Rev. Lett. 69,
1849, (1992). hep-th/9204099.
[16℄ Banados, M., Henneaux, M., Teitelboim, C. and Zanelli, J., Geometry of the 2+1 Blak Hole. J. Phys. Rev. D 48, 1506
(1993). gr-q/9302012.
[17℄ Carlip, S. The (2+1)-Dimensional Blak Hole. Class. Quantum Grav. 12, 2853, (1995). gr-q/9506079.
[18℄ Aminneborg, S., Ingemar, B., Brill, D., Holst, S. and Peldám, P. Blak Holes and Wormholes in 2+1 Dimensions. gr-
q/9707036.
[19℄ Kim, W.T., Oh, J.J. and Yoon, M.S. Traversable Wormholes Constrution in 2+1 Dimensions. gr-q/0307034.
[20℄ Delgaty, M.S.R. and Mann, R.B. Traversable Wormholes in (2+1) and (3+1) Dimensions with a Cosmologial Constant.
gr-q/9404046.
APÉNDICE A. TENSORES PARA LA MÉTRICA DE AGUJERO DE GUSANO
Para el álulo de los tensores de Riemann y de Einstein a partir de la métria se utilizó el paquete grTensor para
Mathematia 5.0.
Para nuestra métria (3), esrita omo:
ds2 = gαβdx
αdxβ = −e2Φ(r)dt2 + 1
1− b(r)r
dr2 + r2dϕ2 (128)
los simbolos de Christoel vienen dados por:
Γαβγ =
1
2
gαλ (gλβ,γ + gλγ,β − gγβ,λ) (129)
donde hemos utilizado la oma para denotar las derivadas pariales, i.e. gαβ,γ =
∂gαβ
∂xγ .
De esta forma, las omponentes no nulas de los simbolos de Christoel son
Γrtt =
(
1− b
r
)
Φ′e2Φ
Γttr = Φ
′
Γrrr =
1
2
(
b′ − br
)
r − b
Γϕrϕ =
1
r
Γrϕϕ = b − r
Donde las primas denotan derivadas on respeto a la oordenada r. El tensor de Riemann se alula a partir de
los simbolos de Christoel mediante:
Rαβγδ = Γ
α
βδ,γ − Γαβγ,δ + ΓαλγΓλβδ − ΓαλδΓλβγ (130)
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Obtenemos entones omponentes no nulas:
Rtrtr =
Φ′
2r
(
b− b′r
b− r
)
− (Φ′)2 − Φ′′
Rtϕtϕ = (b− r) Φ′
Rrttr = −
e2Φ
2r2
[
Φ′ (b − b′r) + 2r (r − b)
(
(Φ′)
2
+ Φ′′
)]
Rrϕrϕ =
(b′r − b)
2r
Rϕttϕ =
e2Φ (b− r) Φ′
r2
Rϕrrϕ =
(b− b′r)
2r2 (r − b)
A partir del tensor de Riemann onstruimos el tensor de Rii, dado por:
Rαβ = R
γ
αγβ (131)
Para nuestra métria tenemos las omponentes:
Rtt =
e2Φ
2r2
[
Φ′ (2r − b− b′r) + 2r (r − b)
(
(Φ′)
2
+Φ′′
)]
Rrr =
1
2r2 (b− r)
[
(b− b′r) (1 + rΦ′) + 2r2 (r − b)
(
(Φ′)
2
+Φ′′
)]
Rϕϕ =
1
2r
[2Φ′r (b − r) + b′r − b]
La ontraión del Tensor de Rii produe el Esalar de Curvatura,
R = Rαα. (132)
En este aso, este tiene el valor
R =
1
r3
[
2Φ′′r2 (b− r) + Φ′r (b′r − 2r + b) + 2Φ′2r2 (b− r) + b′r − b] .
Por último, utilizando los tensores anteriores, onstruimos el tesnor de Eintein, denido por
Gαβ = Rαβ − 1
2
gαβR. (133)
Las omponentes no nulas del tensor de Einstein son entones
Gtt =
1
2r3
e2Φ [−b+ rb′]
Grr =
Φ′
r
Gϕϕ =
1
2
[
Φ′ (b− rb′) + 2r (r − b)
(
(Φ′)
2
+Φ′′
)]
.
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APÉNDICE B. CAMBIO DE BASE PARA EL TENSOR DE EINSTEIN
La base asoiada on las oordenadas (t, r, ϕ) es denotada por (et, er, eϕ) o en el lenguaje de la geometría diferenial
omo:
et =
∂
∂t
er =
∂
∂r
eϕ =
∂
∂ϕ
La base de vetores ortonormales que utilizaremos está denida por la transformaión : ebα = Λ
β
bαeβ , donde
Λβ
bα = diag
[
e−Φ,
(
1− b
r
)1/2
,
1
r
]
(134)
Explíitamente tenemos:
ebt = e
−Φ
et
ebr =
(
1− b
r
)1/2
er
ebϕ =
1
r
eϕ
De esta manera para ambiar el tensor de Einstein alulado en el Apéndie A a la base ortonormal debemos utilizar
la transformaión:
G
bαbβ = Λ
µ
bαΛ
v
bβ
Gµv (135)
Tenemos entones explíitamente:
Gbtbt = Λ
µ
bt
ΛvbtGµv = Λ
t
bt
ΛtbtGtt
= e−Φe−Φ
1
2r3
e2Φ [−b+ rb′]
=
1
2r3
[b′r − b]
Gbrbr = Λ
µ
brΛ
v
brGµv = Λ
r
brΛ
r
brGrr
=
(
1− b
r
)
Φ′
r
Gbϕbϕ = Λ
µ
bϕΛ
v
bϕGµv = Λ
ϕ
bϕΛ
ϕ
bϕGϕϕ
=
(
1
r2
)
1
2
[
Φ′ (b− rb′) + 2r (r − b)
(
(Φ′)
2
+Φ′′
)]
=
1
2r2
[
Φ′ (b− rb′) + 2r (r − b)
(
(Φ′)
2
+Φ′′
)]
De esta manera, al ambiar de base, las nuevas omponentes del tensor de Einstein son nalmente:
Gbtbt =
1
2r3
[b′r − b]
Gbrbr =
(
1− b
r
)
Φ′
r
Gbϕbϕ =
1
2r2
[
Φ′ (b− rb′) + 2r (r − b)
(
(Φ′)
2
+Φ′′
)]
21
APÉNDICE C. MÉTRICA PARA EL EXTERIOR DEL AGUJERO DE GUSANO
Para el exterior del agujero de gusano onsideramos un espaio-tiempo vaio, por lo que utilizamos un tensor
momento-energía nulo Tbµbv = 0. Esta ondiión se redue a tomar:
ρ (r) = τ (r) = p (r) = 0
De esta manera las euaiones de ampo se onvierten en:
0 =
1
2r3
[b′r − b]− Λext
0 = −
(
1− b
r
)
Φ′
r
− Λext
0 =
1
2r2
[
Φ′ (b− rb′) + 2r (r − b)
(
(Φ′)
2
+Φ′′
)]
+ Λext
De la primera de estas euaiones tenemos la euaion diferenial
1
2r3
[b′r − b] = Λext,
de la ual, obtenemos por integraión
b (r) = Λextr
3 +Kr (136)
donde K es una onstante. Reemplazando en la segunda euaión tenemos:
0 = −
(
1− Λextr
3 +Kr
r
)
Φ′
r
− Λext
0 = − (1− Λextr2 +K) Φ′
r
− Λext
Es deir:
Φ′ = − rΛext
(1− Λextr2 +K)
Φ = −
∫
rΛext
(1− Λextr2 +K)dr
Haiendo el ambio de variable: u = 1− Λextr2 +K tenemos:
Φ =
1
2
∫
1
u
du =
1
2
lnu+K1
Φ (r) =
1
2
ln
(
1− Λextr2 +K
)
+K1
donde K1 es otra osntante. De esta manera, el elemento de linea en el exterior del agujero tendrá la forma:
ds2 = −e2Φ(r)dt2 + 1
1− b(r)r
dr2 + r2dϕ2
ds2 = −e2[ 12 ln(1−Λextr2+K)+K1]dt2 + dr
2(
1− Λextr3+Krr
) + r2dϕ2
ds2 = −e2K1 (1− Λextr2 +K) dt2 + dr2
(1− Λextr2 +K) + r
2dϕ2
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Ahora bien, al omparar on la onoida soluión BTZ se observa que las onstantes de integraión que apareen
deben ser
K = −M − 1 K1 = 0
Por lo tanto la métria exterior será nalmente
ds2 = − (−M − Λextr2) dt2 + dr2
(−M − Λextr2) + r
2dϕ2
